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Для термодинамического описания поведения кристаллических веществ необходимо 

располагать уравнениями температурной зависимости их теплоемкости в широких интервалах 
температур. При этом выбор вида этих уравнений целесообразно проводить таким образом, чтобы 
они максимально отвечали ограничениям, которые накладывают теоретические соотношения, а 
количество эмпирических коэффициентов было бы минимальным. Такой подход позволяет 
использовать эти уравнения не только для интерполяции результатов экспериментальных 
измерений, но и проводить обоснованную экстраполяцию в неизученные области температур 
(чаще более высоких относительно 298.15 К). 

Подобрать простое аналитическое уравнение, которое описывало бы с приемлемой 
точностью зависимость решеточной теплоемкости вещества от температуры во всем интервале 
температур от T = 0 K до температуры плавления (Tm) или температуры его фазового перехода – 
задача чрезвычайно трудная. Ввиду этого обычно разбивают этот интервал на два: от T = 0 K до 
стандартной температуры 298.15 K и от последней до температуры плавления или температуры 
фазового перехода [Глушко В.П. и др., 1978]. 

Представление результатов экспериментальных измерений теплоемкости кристаллических 
веществ (не имеющих фазовых переходов) при высоких температурах (Т > 298.15) проводится 
путем их аппроксимации эмпирическими уравнениями различных типов: 

Майера и Келли [Maier, Kelley, 1932]:  Сp = a + b T - c T−2     (1) 
Хааса и Фишера [Haas, Fisher, 1976]:  Сp = a + b T + c T−2 + d T−0.5 + eT2   (2) 
Бермана и Брауна [Berman, Brown,1985]: Сp = a + c T−2 + d T−0.5 + fT−3  (3), 

где коэффициенты уравнения (3) определяются таким образом, чтобы выполнялись ограничения: с 
и d ≤ 0. В работе [Berman, Brown,1985] было показано, что этот тип уравнения, в отличие от 
уравнений (1) и (2), дает приемлемые оценки теплоемкости многих минералов, полученных путем 
далекой экстраполяции экспериментальных данных (до 3000 К). 

Как было показано в работах [Saxena S.K., 1989, Полякова и Кусков, 1994, Dorogokupets, 
Oganov, 2004] и другими исследователями, наиболее перспективный путь расчета эмпирических 
коэффициентов в уравнениях температурных зависимостей решеточной составляющей 
теплоемкости неорганических веществ лежит в согласовании их калорических и термоупругих 
свойств. 

В 1986 г. независимо друг от друга, Фей и Саксена [Fei, Saxena, 1987] и Ходаковский 
[Khodakovsky et al, 1995] предложили выразить свободный член полинома через равенство: a = 3Rn, 
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где R - универсальная газовая постоянная; n - общее число атомов в химической формуле 
соединения, при этом вид предложенных уравнений оказался весьма схожим: 

Фея и Саксены: Ср = 3Rn (1 + b1T−1 + c2T−2 + f3T−3) + [A + BT]    (4) 
Ходаковского:  Ср = 3Rn (1 + c2T−2) + bT     (5) 
   Ср = 3Rn (1 + b1T−1 + c2T−2 + f3T−3) + bT    (5а) 
Позднее Кузнецов и Козлов [Кузнецов, Козлов 1988] предложили новое уравнение: 
   Cp  = 3Rn [1 − 1/(1 + cT−2) ] + bT     (6), 

и показали, что при высоких температурах оно переходит в уравнение (5) с теми же 
эмпирическими коэффициентами. В уравнениях (5, 5а) и (6), в первом приближении принято 
допущение, что коэффициент b = α298.15

2V298.15K298.15. 
Эти полуэмпирические уравнения удовлетворяют ряду теоретических ограничений, так как 

эмпирические коэффициенты определены таким образом, чтобы выполнялось строгое 
термодинамическое соотношение:  СP − CV = αT

2VTKTT    (7), 
где CV и СP − теплоемкости при постоянном объеме и постоянном давлении соответственно, αT − 
объемный коэффициент термического расширения, KT − изотермический модуль сжатия, VT – 
объем одного грамм-моля вещества, Т – температура, а также соотношение, теоретически 
обоснованное Эйнштейном (1907) и Дебаем (1912):   lim СV  = 3Rn   (8). 

T → ∞ 
Отметим, что в уравнении (4), в отличие от уравнений (5, 5а) и (6), соотношение (7) 

выполняется не строго, так как член СP − CV = αT
2VTKTT = [A + BT] не равен нулю при T = 0, что 

противоречит термодинамическим соотношениям, согласно которому: 
lim (dV/dT)P = 0        (9) 
T → 0 

и, следовательно, при T = 0 K αT = 0 и СP − CV = 0. 
Отметим также, что фундаментальное соотношение: lim СV = 0   (10) 

T → 0 
выполняется только в уравнении (6). В нем функция СV(T) имеет вид распределения Лоренца, 
подвергнутого зеркальному отражению относительно оси абсцисс (T) и параллельному переносу 
вдоль оси ординат. Однако, при T → 0 уравнение (6) не дает соответствия кубическому закону 
Дебая:  

СV = 464.5 (T/θ)3  = A T3       (11), 
где θ − характеристическая температура. В области Дебаевских температур, при T → 0 функция 
СV(T) в уравнении (6) изменяется пропорционально T2. 

Попытка Шапкина и Сидорова [Шапкин, Сидоров, 1996] усовершенствовать уравнение (6) 
путем ввода вместо члена 3Rn эмпирического коэффициента a не представляется обоснованной. 
Более продуктивным является попытка отыскания такой функции СV, которая соответствовала бы 
кубическому уравнению Дебая при температурах близких к абсолютному нулю температуры. 

В 2000 г. Ходаковский [Khodakovsky, 2000] предложил уравнение:  
СP = Rn{[a3T3/(1 + a3T3)] + [b2T2/(1 + b2T2)] + [с1T/(1 + с1T)]} + αT

2VTKTT  (12) 
Предварительный анализ экспериментальных данных показал, что последний член в 

квадратных скобках уравнения (12), который соответствует теории Тарасова [Тарасов В.В., 1950] 
должен быть исключен, однако необходимо включить новый подгоночный параметр k, зависящий 
от температуры: 

СP = Rn[kLD + (3 − k)LE)] + αT
2VTKTT,       (13) 

где LD = [1 − 1/(1 + bT3)], LE = [1 − 1/(1 + сT2)], R – газовая постоянная, n – число атомов в 
молекуле, αT − объемный коэффициент термического расширения, KT − изотермический модуль 
сжатия, VT – объем одного грамм-моля вещества, Т – температура, b и c − эмпирические 
коэффициенты. 

При этом, эмпирический параметр k в уравнении (1) изменяется в пределах от 3 до 0, и его 
температурная зависимость может быть представлена уравнением: k = 9/(9 + xT2)½, где х – 
подгоночный параметр для каждого конкретного вещества. Так как при T → 0 αT → 0, то СP ≈ СV и 
k → 3. Таким образом, при Т < 10 K становится значимым первый член в квадратных скобках 
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уравнения (1), который отражает вклад в теплоемкость, описываемый теорией Дебая (СV = AT3). 
При T > 10 – 40 K становится значительным вклад в теплоемкость описываемый теорией 
Эйнштейна. С помощью k(Т) регулируется относительные величины обоих вкладов в значение 
теплоемкости, меняющиеся при изменении температуры. 

Температурная зависимость объемного коэффициента термического расширения может 
быть представлена уравнением, которое дает при T K = 0 αT = 0: 

    αT = aº·[1 – 1/(1 + BT2)],     (14) 
где aº и B, − эмпирические коэффициенты. 

Интегрируя уравнение (14) получаем температурную зависимость VT: 
lnVT = lnVTr·a �·[(T − Tr) − (1/√B)·arctg(√B·T) + (1/√B)·arctg(√B·Tr)]   (15) 

где Tr – базисная температура (298.15 K, либо температура плавления или температура фазового 
перехода). Как видно из Рис. 1 и 2 уравнения (14) и (15) с приемлемой точностью описывает 
соответствующие экспериментальные данные по термофизическим свойствам MgO(к). 

 

Рис. 1. Температурная зависимость αТ для MgO(к, 
периклаз) экспериментальные данные: ■ - [Anderson, 
1991], ▲ – [Дорошев и др., 1987], – расчет по 
уравнению (14) ― по работе [Holland, Powell 1998], 
― [Saxena, 1989] 

Рис. 2. Температурная зависимость VТ для 
MgO(к, периклаз) экспериментальные 
данные: ▲ – [Skinner, 1957], ● - 
[Dubrovinsky, et. al., 1997], ― уравнение 
[Holland, 1998], ― расчет по уравнению (15) 

 
В работах [Дорофеева и др., 2012, Дорофеева и Вагина, 2012] приведены примеры 

аналитического описания зависимости теплоемкости от температуры по уравнению (13) для ряда 
неорганических веществ. 
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